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Hierbei bedeutet 2" die Transposition des Vek-
tors x und S eine 2 n-reihige symmetrische kon-
stante Matrix, von der wir annehmen wollen, dal} sie
(positiv) definit sei. Approximieren wir F durch das
erste Glied allein, so ist fir jede hinreichend kleine
positive Zahl 0 das Gebiet 2" Sz < invariant und
von positivem endlichem Male.

Wir geben nun den allgemeinen und strengen
Beweis. Es habe also das stetige Integral F(z) im
Punkte a€ I' z. B. das echte relative Minimum A.
Dann gibt es eine Kugel K um a von so kleinem
Radius o, dall F(x) >A fir alle iibrigen Punkte
von K. Wegen der Stetigkeit nimmt F(z) auf dem
Rande R von K ein Minimum B> 4 an. Es sei nun
M die Menge aller z, fiir die F(x) <B, und D der
Durchschnitt von M und K. Wir behaupten: D ist
eine invariante Menge von positivem endlichem
Mafle. — Zunidchst einmal ist D mefBbar — als
Durchschnitt meBbarer Mengen. Dall u D < ~, folgt
aus der Beschréanktheit von D. Weil D den Punkt a
enthilt, also nicht-leer ist und nach Definition offen,
ist «uD>0. — Die Invarianz von D zeigen wir in-
direkt: Angenommen, es gibe in D einen Punkt c,
dessen Bild d =y (c,7) fur irgendein festes 7 nicht
zu D gehort. Dann liegt d entweder in K — D oder
in I'— K. Im ersten Falle wire F(d) = B, weil d
aullerhalb von M liegt; andererseits aber ist, weil

F(x) Integral ist, F(d) =F(c)<B, da ja ce M.

7 C. L. Siecer, Vorlesungen iiber Himmelsmechanik, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1956.

Es kann also d nicht in K— D liegen. d kann aber
auch nicht zu I'— K gehoren. Denn dann miifite die
stetige Kurve x=y(c,t) den Rand R von K in
irgendeinem Punkte e schneiden. Wir schlieBen wie
soeben: Einmal ist F(e) = B, weil e € R; anderer-
seits ist F(e) =F(c) <B, weil ¢ € M. Also ist auch
dieser Fall unmoglich, es gilt x(D,t) < D fiir alle ¢.
Daher auch (D, —t) < D und schlieBlich, indem
wir die Operation y auf die letzte Ungleichung an-
wenden: D=y[y(D, —t),t]< y(D,t) <D, d.h. D
ist invariant. Die Behauptung folgt nun unmittelbar
aus dem Hilfssatz.

Der Beweis ist dem des DiricuLerschen Stabilitits-
satzes (dem genau dieselben Voraussetzungen zu-
grunde liegen) &dhnlich?. Zwischen stabilen Gleich-
gewichtslosungen und statistisch-stationdren Zustin-
den scheint ein innerer Zusammenhang zu bestehen,
der im ganzen noch nicht aufgeklart ist. Strenge und
zugleich praktisch auch wirklich anwendbare not-
wendige Kriterien scheinen fiir beide nicht bekannt
zu sein 8.

Unser hinreichendes Kriterium ist auf Stern-
systeme nicht anwendbar — die Newtonsche Poten-
tialfunktion besitzt kein Minimum —, wohl aber
z. B. auf neutrale instellare Gase. Bei ihnen tber-
lagert sich dem Gravitationspotential ein bei den Zu-
sammenstofen wirkendes Abstofungspotential, und
die Summe beider besitzt ein echtes Minimum.

8 A. Wintner, The Analytical Foundations of Celestical Me-
chanics, Princeton 1947.

Uber Gibbs” kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Von Ruporr Kurt

Aus dem Department of Astronomy der Universitait Manchester
(Z. Naturforschg. 13 a, 30—32 [1958] ; eingegangen am 16. August 1957)

Obgleich die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung im allgemeinen einen ganz falschen Energie-
wert auszeichnet, liefert sie doch empirisch richtige Ergebnisse. Der Grund liegt darin, dal bei belie-
biger Wahrscheinlichkeitsverteilung im Phasenraum fiir den einzelnen Freiheitsgrad eine (verallge-
meinerte) Borrzmannsche Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt, sobald die Anzahl aller Freiheitsgrade

hinreichend grof} ist.

Gisas griindete die klassische statistische Mechanik
auf die von ihm eingefiihrte kanonische Wahrschein-
lichkeitsverteilung !, die folgendermaflen erklart ist:
Die Bewegungsgleichungen eines mechanischen Sy-
stems (sagen wir, um etwas Bestimmtes vor Augen

1 J.W. Gisss, Elementary Principles of Statistical Mechanics,
New York und London 1902.

zu haben: eines Systems von n Massenpunkten)
lauten

: oH SH :
=T R i= + A ’ = 13 2$ .
£ Sqi ? Cpi ( )
n p‘2
H=H(p,q)= 1. 4V .
(P> q) }_;2,"]_ (9)
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Hierbei bedeuten

qi den Ortsvektor des i-ten Massenpunktes in
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten,

pi den zugeordneten Impulsvektor,

d/3pi, 3/2qi: Gradienten nach den p; bzw. ¢;,

p

den 3 n-dimensionalen Vektor (py, ps,...,pn),
q den Vektor (ql s q2seeey q") ’
m; die Masse des i-ten Partikels,
V(q) die Potentialfunktion des Systems,

H(p, q)
Punkte:

seine Hamiuton-Funktion,
die Differentiation nach der Zeitvariablen ¢ .

An Stelle von (p, g) werden wir auch z schreiben
sowie z; an Stelle von (p;, ¢;).

Angenommen nun, es gelte H(x)=H(0) =0;
und ferner, es gebe eine Wahrscheinlichkeitsdichte
w(zx) fir die Lage des Phasenpunktes  im Phasen-
raum I" des Systems, die eine Funktion des Energie-
integrals H (z) allein ist, so dal} also gilt:

w(x)=W[H(z)].

Die Funktion W (H) ist dabei so anzunehmen, daf}
ihre Werte in der Nachbarschaft der wahren oder
der wahrscheinlichen Energie E des Systems grof}
sind und sonst klein. Giss’ kanonische Dichte hat
nun die Form

w(x) =e ?H@) . const,

wobei ¥ eine positive Konstante bedeutet (im we-
sentlichen die reziproke Temperatur). Offensichtlich
zeichnet diese Dichte den Energiewert 0 aus, und
zwar im allgemeinen stark. Der wahre Wert der
Energie ist aber gewil} nicht 0, denn dann wire das
System in Ruhe. Trotzdem liefert der GiBBssche An-
satz empirisch richtige Folgerungen. Wie ist das
moglich? (In der Literatur wird w(x) des ofteren
in der Form e ?#(*)~F] geschrieben und dann still-
schweigend oder ausdriicklich angenommen, nun sei
der beliebig vorgeschriebene Energiewert E ausge-
zeichnet. Offensichtlich ist das ein Irrtum, da ja
(H —E) auch negativ sein kann.) Das Problem ist
fiir die klassische statistische Mechanik fundamental.
Kuincuin z. B. hilt die Anwendung der kanonischen
Verteilung auf mechanisch abgeschlossene Systeme
fiir unzulédssig 2. Im folgenden soll diese Frage ge-
klart werden.

Es sei also irgendeine Wahrscheinlichkeitsdichte
w(x) =W (H) gegeben. Wir versuchen, ihr eine
Gisssche Dichte e~ ?# derart zuzuordnen, daf} beide
Dichten soweit nur irgend moglich dieselben Ergeb-

2 J. A. Kuixcuiy, Mathematical Foundations of Statistical
Mechanics, New York 1949.

nisse liefern. Zunichst ist hierfiir die Konstante ¢
zu bestimmen. Aus der kanonischen Dichte folgt

1 2 L
4 3n’

wobei L den Erwartungswert der kinetischen Energie
L(p) des Systems bedeutet. Wir fordern, daf} beide
Dichten denselben Erwartungswert fiir die kinetische
Energie ergeben sollen, und setzen daher

; ,32n FfL(p) w(z) da.

Nur der Einfachheit halber nehmen wir jetzt
fe_”H(’) dr< >~
r

an. (Andernfalls wire ein beschranktes Gebiet
0 < H(z) < E* = const vorauszusetzen, in dem allein
w(2) von Null verschieden ist.) Ferner sei

W(H)=0(e *") fir H— o .
Dann 1aft sich w(x) durch eine Funktion

o (x) =const- e ?H@ [1 4 e 2HE) y (7 ?H@) ]

im Mittel mit beliebiger Genauigkeit approximieren,
wobei y(u) irgendeine im Intervall 0 S u <1 er-
klarte stetige Funktion bedeutet. Auf Grund des
WEeIERsTRASS schen Approximationssatzes kénnen wir
w(u) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sogar
als Polynom annehmen. An Stelle von w(x) unter-
suchen wir im folgenden w(z).

Beobachtbare Groflen lassen sich nun sehr oft

als die Erwartungswerte von Funktionen der Form
n

Z a; f(x;) darstellen. Die @; sind hierbei irgend-
i=1

welche Konstanten (z. B. Partikelmassen), und die
Funktion f héngt in jedem Glied nur von Ort und
Impuls je eines Partikels ab. Zum Beispiel konnen
die Beobachtungswerte von Druck, Dichte und Tem-
peratur als Erwartungswerte

§ a; ff(xi) w;(z;) dx;
] I

t=1

n

[ D aif(z) () de=
r i<
solcher ,,Summenfunktionen® ausgedriickt werden 2.
Hierbei bedeutet I';—{z;} den Phasenraum des
i-ten Partikels,

m;(z;) = f") () da/

b
2

seine Wahrscheinlichkeitsdichte in I"; und I'{ = {2’}
den zu I'; komplementiren Phasenraum (so daf

also I'; x I'Y =T'). Wir werden so auf die Berech-
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nung der Wahrscheinlichkeitsdichte ;(z;) gefiihrt.
Fiir diese ergibt sich durch Integration von w ()
iiber I'/, wenn wir fiir 1 ein Polynom mit den Ko-
effizienten @; annehmen:
i

-9
w;(x;) =const-e " U;(q;, ¥) [1+0i(x) ],

wobei
2 a Ui(gi, A+1 ) ,— *2 .
. ;) = s el MU I 5 ) 2m;
i) z; GFDRED Ui ®  ©
und Ui(g;, A 9) = f e *V@ dg/ .
{2’}
Setzen wir max |a;|=4,
1<i<L
so folgt
L+1 )
o) | S D |a-1 |47 D g 3 A0
i=2 A=2

und schlieBlich, indem wir die unendliche Reihe
durch das entsprechende Integral nach oben ab-

schatzen,
loi(x) | <4 A-27"" fiir n>4.

Wegen der enorm groflen Nenner wird | o;(z;)|
auch bei groflen fa;.| immer noch sehr klein sein.
Mit anderen Worten: Mogen die Wahrscheinlich-
keitsdichten w(z) bzw. w(xz) auch noch so stark
von der kanonischen Dichte abweichen, so gilt doch
bei hinreichend grofler Partikelzahl die verallgemei-
nerte Borrzmann-Verteilung w; in beliebiger An-
niherung — gerade so, als 0b w(x) kanonisch wére;
die Projektion der Wahrscheinlichkeitsdichte w (z)
auf die niedrig-dimensionalen Unterrdaume I'; 16scht
in den Ergebnissen die jeweiligen Besonderheiten
von w(z) weitgehend aus. Berechnen wir die beob-
achtbaren Erwartungswerte mittels der kanonischen
Verteilung, so konnen Widerspriiche gegen die Be-
obachtung hochstens dann auftreten, wenn die Ko-
effizienten | a: | des Polynoms vy die GréBenordnung
2312 erreichen.

Berechnung der Interferenz-Lagen in den Streukurven
fester amorpher Elemente

Von H. Ricater

Aus dem Rontgeninstitut der Technischen Hochschule Stuttgart
und dem Institut fiir Metallphysik am Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 13 a, 32—36 [1958] ; eingegangen am 5. November 1957)

Es wird gezeigt, daB3 der Verlauf der Intensititskurven fester amorpher Elemente durch Uber-
lagerung von nur wenigen Interferenz-Funktionen zustande kommt. So werden die vorderen Maxima
in der Streukurve von festem amorphem Si, Ge, Se, As und Sb im wesentlichen durch die sin z,/z,-
Funktionen mit z,=k s r, fiir die Abmessungen r; und r, des Grundbausteines festgelegt. Die Inter-
ferenz-Maxima bei grofen sin ©//A-Werten werden dagegen fast ausschlieflich vom kiirzesten Atom-
abstand r; bestimmt, was auf eine mit dem Abstand wachsende Streuung der Atomlagen hinweist.
In den festen amorphen Elementen liegt demnach kein stabiler Grundbaustein vor.

Wie Ricurer, BrerrLine und Herre?! gezeigt ha-
ben, geniigt ein sin z,/z,-Glied mit 2; =k sr; und ry
als kiirzestem Atomabstand zur Bestimmung der
Lage der Maxima? in der Streukurve einatomiger
Metallschmelzen bzw. zur angendherten Berechnung
des gesamten Intensititsverlaufes. Die gleichen Uber-
legungen zur Berechnung der Interferenz-Lagen las-

1 H. Ricuter, G. Brerruine u. F. Herre, Naturwiss. 44, 109
[1957] ; Z. Naturforschg. 12a, 896 [1957].

2 Ahnliche Betrachtungen, allerdings lediglich zur Diskus-
sion der Lage des 1. Maximums in der Streukurve von
Metallschmelzen, haben bereits Keesom und pEe Smept ?
mitgeteilt (vgl. auch Prins* und Mark %).

sen sich auch auf den festen amorphen Korper iiber-
tragen.
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